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Ueber gewisse ganzzahlige lineare Substitul~ionen, welche sich 
nicht durch algebraische Congruenzen rklaren lassen*). 
Von 
6i~.oaa PICK in Prag. 
Die yon Herrn Hermite**) mit ~o(e~), ~p(eo), Z(a~) bezeichneten 
eindeutigen Functionen des Periodenquotienten o eines elliptischen 
Integrals, also die GrSssen//~, ~ ,  *~/Z(1--it), wenn it das so. 
genann~e Doppelverh~ltniss des Integrals bedeutet, sind bekanntlieh 
Congruenzmoduln,***) das heisst: es lassen sich diejenigen linearen 
Substi~u~ionen 
~q-g~'  
bei welehen eine derselben ungei~ndert bleibt, dutch Congruenzen 
charakterisiren~ denen a, ~ 7j ~ nach gewissen Zahlenmoduln unter- 
worfen werden. Diese Zahlenmoduln, die ,,S~ufen" nach der yon 
Herrn Klein eingeffihr~en Bezeiehnungsweise, sind in den in Rede 
stehenden F~llen bezw. 16, 16, 48. Alles dies ist unmittelbar an den 
yon Herrn Hermite f/Jr jene Funetionen gegebenen Verwandlungs- 
~abellen abzulesen. 
Es lag nun die Frage nabe~ ob ausser den genannten Wurzeln 
aus it (resp. 1 -  2) and it(1 ~ ~t) noch andere existiren, welehe 
Congruenzmoduln sind tda  ja bekanntlieh alle solchen Wurzeln in 
eindeutiger Weise yon eo abh~ngen. Sieht man yon den selbstver- 
st~ndliehen F~illen ab, welche durch Potenzirung der oben angegebenen 
Moduln erhalten werden~ so lautet die Antwort auf die Frage ver- 
neinend. Der hierin entJaaltene Satz ist vor 7 dahren yon Herrn Klein 
aufgestellt abet ohne Beweis verSffenflicht wordent). Ich selbst 
*) Man vergl, die vors~ehende Arbei~ des Herrn Fricke, insbesondere die 
von mir hinzugeffig~e Schlussbemerkung. F. Klein. 
**) Sur la fh6orie des ~quatiolas modulaires. Paris 1859. 
***) Vergl. Klein, diese Annalen Bd. XVII, p. 63, 65. 
t) Vergl. die sehon citirte S~elle in Bd. 17 der Annalen. 
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,eabsichtige hier einen Beweis za geben, der ausser der wiiasohens- 
verthen K~irze noch den Vorzug zu besitzen scheint, dass er den 
~.ntheil genau fes~bllt, welchen algebraische Congruenzen bei der 
~harakterisirung der Gruppen jener Moduln ~ etc. habea kSnnen. 
Die Met]node meiner Untersuehung beruh~ in letzter Linie auf der 
Heranziehung einer Gruppe, welche in Bezug auf die (~esammtgruppe 
der linearen ganzzahligen Substitutionen yon unendlich ohem Index 
ist, nimlich der Gruppe I'~ yon log 1. Ich schicke die Untersuchung 
dieser Gruppe voraus, um spgter die Beantwortung unserer urspriing- 
lichen Frage auf dieselbe zuriickzufiihren. 
Unter den sechs mbglichen Bestimmungen ffir i soll im folgenden 
stets diejenige festgehalten werden, welche durch die Fesf~e~zungen 
~- 0 ftir co ~ 0, 
;~1 fiir eo~l  
charakterisirt ist. Unter dieser Voraussetzung kann als ,)Fundamental- 
polygon" yon log ~t der folgende Complex yon une~dlich vielen 
~-Dreiecken der co-Ebene angesehen werden: 
welchen man sich nach beiden Seiten (congruent dem in tier Figur 
ausgeffihrten Theile) in's Unendliche erstreckt vorzustellen hat. Die 
beigesetzten Pfeile versianlichen die ZusammengehSrigkeit derRand- 
kanten, und ihr Richtungssinn bezeichnet jedesmal diejenige yon zwei 
entgegengesetzten ~,erzengenden" Substitutioaen, welche sogleich 
explicite angegeben werden soll. Man finder als erzeugende Sub- 
stitutionen leicht: 
(1) co' = B~(~) = O+~h) -  ~ 
wo h jede ungerade Zahl bedeutet. Werden, wie iiblieh, die Sub- 
s~itutionen 
co, 121_co~ , --1 
fO 
mit bezw. B und T bezeichnet, so kann (1) in die Form 
(2)  ii~ = S -~ TB  ~ T3  h 
gesetzt werden. 
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Von der solchergestalt definirten Gruppe F~ yon log ~t suchen wir 
nun erstens das Verhalten in Beziehung auf einen beliebigen ungeraden 
Zahlenmodul m in Effahrung zu bringen. Wir bemerken zu diesem 
Zweckej dass selbstverst~ndlich allemal 
~-+m ~ 8~ (]nod. m), 
wobei r ganz beliebig ist. Es ist desh~b 
It,, ~ TS  ~ T (rood. m), 
m+t 
t~,~ -~ TST  (rood. m); 
und ferner 
m--I  m- - i  
(R 1 ./~,~)~- ~: (S-~) -T-=- Z (rood. m), 
mit Benutzung der bekannten Identi~t 
TSTSTS-~ 1. 
Sodann folgt 
~--1 m+l  m--I 
(Rl~,~) ~ 9 l~ J  9 (R, 11,,,) ~ ~ S . TST  . ~q ---- T (]nod. m). 
Man sieht also, dass die Gruppe yon log X immer zwei Substim- 
tionen enth~lt, welche bezw. congruent sind S und 2' nach dem be- 
liebig vorgelegten ungeraden Zahlemnodul m. Hieraus geht hervor, 
dass die Gruppe yon log ~ Substitutionen yon jedem m6glichen Tytms 
modulo m enth~lt. 
Etwas complicfi/er ges~a/tet sich die Beschaffenheit der Gruppe 
nach Moduln, welche Potenzen der Zahl 2 sin& Wit tiberzeugen uns 
zua~chsl dutch wirldiche Ausrechnung ohne Schwierigkeit, dass die 
Congruenz 
/~ss.~,-4+~,-7./~y-5./~9. ~,-5 _~ $2,-, (]nod. 2") 
ffir jedes v => 5 rich~ig ist. Es enth~lt F| also jedenfalls eine Sub- 
stitution, welche modulo 2 ~ zu S 2'-1 cong-ruent ist, sobald v ~ 5. 
Nehmen wit die Substitutionen 
~-* + (1 + 2 '~-*) ~ (rood. 2"), /~f -~ = h ~-x 2' 32,-1 2'S ~_- (t + ~)  + ~'-~,~ 
~x + ~' (rood.'2") 
hiuzu, welche gleichfalls dcr Gruppe angehSren, so haben wit drei 
Subst-i~utionen, yon welchen jede modulo 2"-' der Ident /~ congruen~ 
ist, und die, wie ]nan sich leicht iiberzeug%, modulo 2" stimmaiche 
ach~ Typea yon Substitufionen erzeugen, welche modulo 2"-1 der 
Identi~t congruent, sin& Hieraus chliesst man sofort, dass die Gruppe 
I'~ keine chaxal-teris~ische Eigenschaft modulo 2" besitzs wean v>_5 
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ist. Der h6chste Modul, der somit fiir ['~ iiberhaupt in Betrach~ kom- 
men kann~ ist 16. 
Wit untersuchen un die Gruppe successive nach den Moduln 
2, 4, 8, 16. Modulo 2 reducir~ sich dieselbe, wie der blosse Anbliek 
der erzeugenden Substitutionen lehrt, auf die Identit~t. Modulo 4 
reduciren sich die Erzeugenden zuniichs~ auf ~1 und R3, welche aber 
untereinander modulo 4 iibereinstimmen, wie denn leicht einzusehen 
ist, dass immer 
(rood. 2") 
gleichzeitig mit 
kh ~ kK (rood. 2 "-1) 
besteht. Da ferner 
RI 2 ~ I (mod. 4) 
ist, so enthiilt I'~ nur zwei yon den vier Typen, in welche die der 
Identitiit modulo 2 congruenten Substitutionen modulo 4 zeffallen. 
Ether der fehlenden Typen ist offenbar der yon $2; dutch Flinzu- 
ffigung der erzeugenden Substitution S 2 wiirde die Zahl der Typen 
auf 4 vervollstiindigt werden. 
Modulo 8 reduciren sich die erzeugenden Substitutionen auf /~l 
und /~3. Wollen wir indess nur solche Substitutionen bilden, welche 
modulo 4 tier Identit'~t congruent sind, so ist yon diesen Erzeugenden 
jedesmal nur eine gerade Zahl zu nehmen, oder~ anders ausgedriic]~, 
es sind/~t 2und ~l R3 als Erzeugende anzusehen (wei l /~3~Rl  2 (rood. 8)). 
Im Ganzen erhalten wir so ausser der Identiti~t noch drei Typen yon 
Substitutionen modulo 8: 
Rl 2, R1R~, R13/~3. 
Denn man bemerke, class iiberhaupt jede modulo 2 "-1 der Identit-~t 
congruente Substitution hSehstens die Periode Zwei modulo 2" besitzen 
kann. 
Von den acht modulo 8 versehiedenen Typen iiberhaupt, die 
modulo 4 mit der IdenL-itiit iibereinstimmen, existiren in F| nur 4 ;  
die volle Zahl wfirde hergestellt dutch Ftinzufiigung der erzeugenden 
Substitution S4. 
In Khnlieher Weise kann die Untersuehung, idle ja bier immer 
nur auf eine geringe Zahl yon MSglichkeiten auszudehnen ist, auch 
fiir den Modul 16 gefii]art werden. Es ergiebt sich aueh da, dass 
nur die Hs der modulo 8 der Identifier congruenten acht Typen 
auftritt, und dass S s einer der fehlenden Typen ist. Von 32 ange- 
fangen jedoeh trit~ das andere frfiher festgestellte Verhalten auf. 
Wir erhalten also im Ganzen das Resultat: .Die Gruppe yon log 2 
besitzt charakteristische JEigenschaften ut in Bezug auf jene Zahlen- 
modv2n, we/the Tbz//er yon 16 sind. 
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Gehen wir nun zur Untersuchung der Gruppe I-, yon ~/~ fiber. 
Das Fundamentalpolygon yon ~/~ ist (ira Beispiele n~ 5) das folgende : 
l 
Erzeugende Subs~itutionen sind 
S- I 'TS2 .TS  k (h-~-l, 3, . . . ,  2n- - l ) .  
Offenbar k5nnen wir sagen, dass ['~ aus I-| dureh Hinzunahme 
der erzeugenden Substitution S2~ hervorgeht. 
Beachten wir, dass jedenfalls ~/~ eine Werth~nderung erF~hrt, 
wenn to einer Substitution S~ unterworfen wird, in welcher r ~ 2n 
ist. Sell nun ]~ Congruenzmodul sein, und zwar yon der 2~ rLe" 
Shffe, so muss die Gruppe I'~ jedenfalls die Substitution S ~ enthalten; 
das heisst, es muss 2V dureh 2n theilbar sein. Dies mi~ dem Resultat 
des vorigen Paragraphen zusammengehalten, wornach /Vein Theiler 
yon 16 sein muss, giebt fiir n die MSglichkei~en 1, 2, 4~ 8. Wir iiber- 
zeugen uns nun leicht yon der Riehtigkeit des fibrigens, wie Eingangs 
bemerkt~ aus den Hermite'schen Untersuchungeu bekannten Resultat.s, 
dass 2, //~, V~, ~/2 Congruenzmoduln yon bezw. der 2t% 4 tea, 8 tea, 
16 t~n Stufe sin& Von it ist dies auch in diesem Zusammenhange 
leieht durch Betrachtung der Erzeugenden einzusehen. Ffir die iibrigen 
beachte man, dass die Gruppe jedes folgenden in der des Vorher- 
gehenden als Untergruppe veto Index Zwei enthalten ist. Andrerseits 
enthitlt die Gruppe jedes folgenden Moduls in Bezug auf die ihr eben 
zugesproehene Stufenzahl als Modul nur halb so viel Typen als die 
des vorhergehenden. Offenbar folgt hieraus, dass, wean einer yon den 
vier angegebenen Moduln CongTuenzmodul yon der behaupteten Stufe 
ist, dies auch fiir den niichstfolgenden gilt.; wodurch dann die gesammte 
Frage hinsichtlich ~/~ erledigt ist, 
Anhangsweise sei gezeigt, wie man nun die en~prechende Frage 
fiir ~/k~(1-- it) auf das eben f~ir ~ Bewiesene zuriickffihren kann. Sell 
V~'(1--g t) Congruenzmodul sein, so gilt jedenfal]s dasselbe yea 
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~/ , l - -  1 ~ , in welche GrSsso ja ~/M-(l~--m-~) durch die Subs~i~atdon T 
fibergeh~; also auch yon den Quotien~en beider, d. i. 
FP- 
Hieraus wird offenbar, dass nur 
und Po~enzen dieser Or'6sse Congruenzmoduln sein kSnnen. Dass sie 
es wirklieh sind~ und welches die zugehSrigen Stufenzahlen werden, 
kSnn~e auch leich~ Medar ohne Bezugnahme auf die Bermite'sehen 
Tafeln darge~han warden, was indess hier un~erbleiben mag. 
Neuberg  in S~eiermark ,  im Juli 1886. 
